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TESTE TNTTTALE

Trsrul t.l

I.l.l.Fie reN 9i AeM2r6(n), ;*O2r+r. Aretaf cd dacd exist[ maticea

BeM2n11(R) inversabil5,asttel incilt A'B+B'A=O2n+1, atuncifunclia /:R'+lR',

.f (*)=det(x'12,*1- l) este imparfl'

I.1.2. Aretafl c[ nu existi mafice A, B,C e&lr (R), astfel incit

(t , ,')
A.B=B.C=C.A=la r u 

I(7 8 10./

I.1.3. Aret4i c[ pentru oice n)3 existii o permutare o a mulfimii {L,2,...,n1,
astfelinc0tpenfruorice i, i,k, l<i<i<k<n slavem o(i)+o(ft) *2o(i\.

, Concursul,,ArgPmenil"'r{rff';l;t;
'.rj

L1.4. Fie Ae M2(A), astfel inc6t existl ze N* pentru cxe t(e")= t (z'*r)=0.

Arltati ce .* =Oz.

Trsrul1.2

Sorin Rddulescu, Mihai Picari,
Concursul,,Arhimede'" 2006

$?ar. 
rentru ce IR considerrm matricea *,=(,:, l) ut *"m

v"Y =(:;. 1:),,. *'
ctrexistit ae IR penfiu care b11avh1a2;...>how<azoos $i horc>fprf

Yasile Pop

Fie z{e M@), astfel iricflt 42013 - A20ts ,tmde n e N* . Demons&ati eI nafiicea

I -M- A2 +56.A-64.ln este inversabill.
Dand'Ileubetfier

I

As*l*.,Cniim.affi.a'l .9



1.2,3. Ardta[i cE existr o matrice Ae Mn(R.) cu proprietatea c[ tofi minorii sEi, de

orice ordin, sunt numere irationale strict pozitive.

Concursul,, Nicolae r;::"t;;;;

1.2.4. a) Ardta[icd existd X,Y eM, (R), astfel inc6t det(XY +YX)> 0

qi det(x2 +r2)<0.

b) Arnta{i ci pentru oice X,Y e M2(R), astfel inc6t det(,X7 + YX) < 0

avem det(X2 +r2)>0.

Concursul,, n fr#r'::' #f i

soLUTrrLE TESTELOR lN IT|ALE

Tesrul 1.1 :

R.I.1.1. Din AB = -BA rentltd" cd A= -BAB*1. Pentru orice xe IR , avem:

f (-*)= det (-x' I rn*, - A) = - det(x' I z,*r * A) = - det(xa . B-t - BAB, ) =

= -oet(8 . (x. Iro*, - A). B') = -d"t(r). det(x . Izn*r -,4)' oet(a-') =

=-aet(B.B-').det(x. Izn*r- A)=-det(x.Izn*t- l)=-f (x),deci f este imparfl.

R.I.1.2. Presupundnd c[ existi matrice ca in enunf, trec6nd la determinanti obtinem
det(A'B)=det(a 'C)= det(c 'A)=-9. Prin lnmullirea acestor relalii rezulta:

det(,*)' a.t (r' 
) 

. o't ( c'? 
) = -zt, adicr (oet (,e) . det (B) . aet (c))2 = -27, fats.

R.I.1.3. Demonstr6m mai int0i afirmatia pentru numere de forma 2p , prin inducfie

dupl p]2. Pentru p=2, avempennutarea o7=(l ? ? il" u 324)
o^re o^, =( 

| 2 "' 
" L u,ro.i definim.' (o, o2 ozn )

( t Z .., 2p 2p +l Zp+z 2e+l )
62P+t = 

[ro, - | 2o2 -l 2o2n -l 2o1 2oz ,oro )'
Avem: 2o1-l+2op -t=2(2ol-t) o oito1, =2oJ, fals.

2c; +2ar =2'
gi 2o,-l+2o1a
Aqadar o2r+r ar€ pfioF

Pentru n intre zP-r i

(r
permutarea o, = 

[,,
alese in ordinea in crt

RI.1.4. Pentru te lil

Din relafia Cayley-trtt

Calcul6nd urmele mI
v

Din relafia (1) obt'u

Din relafia Cayley-It

Dac[ A * 0, obfinem r

Agadar A=0,deci,f

RI.2.1. Avem X.

telO,Zn) este asfd

Atunci, X: =JG
cos(/r.r)> sin(fr.t),

Alegem te [0, za) r

De exemplun lu6m ,,

1O I Matematictr de excelenttr



d tofi minorii s[i, de

Ion Savu,

-lVicolae Pdun" 2006

Ix)r o

(xy *yx)<o

Vasile Pop,
xd ,,Argument" 2013

rX,, avem:

-BABI)=

t')=
H f este impar[.

dcerminanti oblinem
rrelalii rezultd:

))'= -27 , fals.

2P , prin inductieE

)

2or+2op-2.2oi €, o,+op=2ot, fals

9i 2o,-l+2o1,+Z(Zor-t) qi 2o; -l+2o1,*2-2oi.
Agadar 620+r arta proprietatea din enunf.

pentru n intre zp-t ii2P,folosimpermutarea ,",=ll 2 
" I u,formrmz' 

[o, o2 ozo )
(t 2 ... n)

permutarea or=l I incare x17x2,...,.x, suntnumerele 1,2,...,n' r' 
['' x2 x')

alese in ordinea in care apar in o rr .

R.I.1.4. Pentru /re N notlm tt=tr(Ak). fi. A=det(l).

Din relafia Cayley-Hamilton oblinem cd, Y ke N, l&*2 -\'Ao*' + L'Ak =Oz.
Calculdnd urmele matricelor din egalitatea precedenti, rezultd cd

Vke N , tk+2-tr'tk+rrA'ro =g (1)

Dinrela(ia (l) oblinemprininducfiec[ VfteN, k>n, t1r-0. (2)

Din relafia Cayley-Hamilton avem A'n -tr. A' + A' . Iz = Oz, deci A2" - -Ln' Iz.

Dactr A * 0, ob{inem c6 t2n = -2Ln * 0, contradiclie cu (2) .

Agadar A = 0, deci A2' - 02.Rerultil cd A2 = Oz. (Esteo proprietate cunoscutil.)

Trsrul 1.2

(a t)

Rr.2.r. Avem x.=lG lry ry l=.,m'(j:l :il),undetffiG)
telO,Zn) este astfel inc0t cosr =#, sin, = #

Atunci, 4 =JlrF a" (-:;;;; #) ei condifiile din problemr devin:

cos(,t'r)>sin(ft .t), k =W qi cos(20t0.r)<sin(2010.r),

Alegem telO,zn)astfelca zxug.t 
X u, 2[lO.t>fi,aeci ,.(h,#)

De exemplu, lulm , =# gi relaliile anterioare sunt veriftcate.

Algebrtr. Clasa a Xll-a | 11
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n
Avem cost,sinte (O,t) qi c[utimo solu(ie a>0.

a' / - \ ^ ^ ^ r,o
-:------;=cos2t € a2(l-cos'/) ="oa't € a2=ctgztea=ctgt.
l+ a'

Aceastd valoare pentru a veriftcd inegalitllile din problemi.

R.I.2.2. Fie polinomul -f (x)- y2013 (*' -t). Not6m cu mA polinomul minimal gi cu

p7 polinomul caracteristic al matricei A. Deoarece f (d) = On, rezultd cd, m1l f .

Atunci m,t $i pt au aceiagi factori ireductibili, care aparfin multimii {X, X -1, X +l}
gi, in consecinti, existl o,0, y€ N, cu o+P+ T =fi,astfel incdt

Vxe C, pe@)= xo .(*-f)8.(r+l)T =det(x. I,- A).

Atunci tt(zk)=a"t(zo ,,-n)*0, Vfte N*.

Deoarece B = A3 -t4A2 +56A-641n=-(ZI,- A)(41,-,1)(Zt,- A) rezultdcL

det ( r ) = (- 1)'' r e (zt ) 
- r e (2'z). n e(23 ) * 0, deci matricea .B este inversabil[.

R.I.2.3. Pentru oice ne N, n 2 2, vom construi o matrice Bne Mn(z) care are to{i

minorii strict pozitivi. Rezulti c[ matricea An =@.8, este o solu{ie a problemei.

Pentru n =2 ,alegem matricea U, =(? il' [3 4)
Presupunem cd pentru fr e N, k> 2 amconsffuit matricea Ap e Mp(Z,) wproprietatea

din enun!.

Alegem matricea Bk*re Mr*, (R),

Ardtdm cd existi xe IR. astfel incdt to{i minorii ltti Bp*1 sd fie strict pozitivi. Dacd

alegem un minor allui Bp, afunci acesta este strict pozitiv. Daci alegem un minor
care conline elemente ale ultimei linii gi / sau ale ultimei coloane, atunci acesta este o
func(ie polinomialS de grad impar cu coeficienfi reali gi cu coeficientul dominant strict
pozitiv. Limita acestui minor cdnd x tinde spre +@ este egal[ cu +-. in consecinf[,
existd atrelR, astfel incdt pentru orice xe (oo,**) minorul respectiv este strict
pozitiv. Aleg0nd M cea mai mare dintre constantele ap e IR. care apar pentru fiecare
dintre minorii lui 86*r care confin qi puteri ale lui x, oblinem c[ pentru orice x > M ,

matricea Bp*1 are toti minorii strict pozitivi. Din primul principiu de inducfie reniltd
concluzia.

12 I Matematici de excelen[i

RI.2.4. a) Fie mat*r

Avem det(,X7 +YX),

b) $tim ce

Y M,Ne.v12(

Presupunemca Oet(I

Avem: o<(aet(x+t

o < (aet(x-l

Not6nd cl M = X2 +

0<det(M+il)+dc

Aqadar aet(x2 +12)



pinimal pi cu

d *tlf .

X -l,X +lj

me'are tofi

an proprietatea

pozitivi. Dacl

un mlnor
acesta este o

dominant strict
I [n coniecinp,
ctiv este strict

p€ntru fiecare

grice r>M,
ie rezultii

,eie x=(r 2) ,i v=(t o).
RI.2.4.a) Fiematicele f,=ln , I $i r=l , , l._-:_ (o r):. \3 t)
+]."*det(xt+D(\=20>09idet(x2+Y}\...I.2<0,,'-

. v M, N e M,W\, aa(a + N)+det(M - n)= 2(att(ar)+oet(,v}} (t)

Presupunem ce d*(x2+ 12) <0.

Avenr: o < (aet(x + Y\)' =ao ({x * r)'z 
}= 

oet (x 2 + Y2 + x7 + Itr)'qi'

Not6nd cu M = X2 +Y2 , N = XY +IX Si adunAnd egalit{ile precedente, ohinem:

(r)

0< det(M+il)+det(M-r) Iz(aet(u) +det(N)) < o, ans.

Asadar aet(x2+12)>0.

ilgcbril. Clssa,i,Xl,l€N ,f 3

1ff'r-

:



CAPITOLUL 1. ORDINUL UNUI ELEMENT AL UNUI CRUP

Conceptul modern de grup abstract s-a dezvoltat incepdnd cu secolul al XIX-lea,
pornind de la cercet[rile matematicianului francez fvariste Galois, care a dat un
criteriu pentru existenta solutiilor unei anume ecuafii polinomiale in termeni de grup
de simetrie al r6d[cinilor polinomului. Elementele grupului lui Galois corespund inor
anumite permutiri ale r[d6cinilor polinomului. Notiunile legate de grupuri gi de struc-
turile algebrice s-au imbog6fit datorit[ aplicabilitilii lor in domenii dintre cele mai
vaiate, atdt matematice, c6t gi nematematice (in teoria relativitefli restrense din fizicd,,
in fenomene de simetrie din chimia molecularS, in teoria numerelor, in geometria
clasic[, in cea hiperbolici qi in ceaproiectivi, printre altele) gi au ajuns sa ajute ladez-
voltarea domeniilor respective. Aceasta, datoritl faptului cI o organizare coerentii a
proprietifilor unor legi de compozitie interne (operafii algebrice), ftr6 si tinem seama
de caracteristicile specifice ale operafiilor gi de nattra concretii a mullimilor pe care
sunt definite, permite utilizarca lor intr-o manieri flexibill gi evidentier.u u".lo, pro-
priet[ti general valabile care le valorificd poten{ialul qi particularitetile.

in teoria grupurilor, un rol important it ioaca ordinul unui element al unui grup $ipropriet[{ile pe care acesta le genereazd. Le vom evidenfia in continuar. p. ."1. 1nui
importante.

consider[m cunoscute nofiunile fundamentale studiate in liceu (grup, subgrup,
morfisme de grupuri). in cele ce urmeazd", G este o mullime nevidl, care are ,t*.tu.a
de grup in raport cu o lege de compozi{ie notata multiplicativ. Ordinul grupului G,
notatcu ord(G) saucu lGl,esteegalcunumErulelementelorgrupului G,dacd,G are
un numdr finit de elemente qi este egal cu aoo , dacl G are o infinitate de elemente.

1.1. Propozifie. Fie (G,.) un grup gi X o submullime nevidi a sa.

Not[m (xl =){n lx c H, Hsubgrup allui G} .

Atunci, ((x), ) este un subgrup al lui G (numit subgrupul generat demullimea x).
1.2. Observafie.

") (x) este cel mai mic subgrup (in raport cu relafia de ordine ,,c,,) allui G , care
con{ine mullimea X.
b) (x)={oe Gl-zeN., 1x1,\,...,xne X,1k1,h,...,krez, o=t, I ... *1,
adicd subgrupul generat de X este multimea tuturor produselor finite de puteri intregi
ale elementelor multimii.

c) Daci xeG, atunci subgrupulgeneratde elementur x este (r)={rr lr.z}.

14 | Matematici de excelenfi

13. Delinlfie. &r

d1742t,,,rareG,

in acest caz, elil

1.4. Exemplu.ltft

Adicl, orice peru

Deoarece (i, f)=
mulfimea C, =(1
unsistem de gaa
Alte sisteme de gp

G, ={(l

1.5. Definifie. G
(')=c' inacest

1.6. Observegic.

generator al gng
dacd (n,t)= t .

1.7. Exemplu. Gc

1.8. Observafie

1.9. Exemple &
rldlcinilor de ord

1.10. Definifie. I
Elementul xe G

in acest caz, cd, t

elementului x.
Elementul xe G

1.11. Notafie. 0

1.12. Exemplr.

(2i,.), iar 3 r



AL UNU! CRUP

I crl secolul al XIX-lea,
Galois, care a dat un

riale in termeni de grup
i Galois corespund unor
e de gnrpuri gi de struc-
lomenii dintre cele mai
Eii restrdnse din fizicd,
omerelor, in geometria
au ajuns sI ajute ladez-
o organizare coerenti a
x). fEre sE [inem seama
ti a mullimilor pe care
evidenlierea acelor pro-
ritIgile.
element al unui grup $i
continuare pe cele mai

r liceu (grup, subgrup,
nidi. care are structurE
v- Ordinul grupului G,
prpului G,dacd G are

nfinitate de elemente.

li a sa.

Erat de mullimea X).

E -c ") al lui G, care

,=i' .ry . *],
r finite de puteri intregi

l.3.Delinifie. Grupul (G,.) se numegte Jinit generat dacd exist[ neN* 9i

a1; ct2t..., dn eG, astfel incdt ({ ar, a2 s ... s or1)Y' pr, a2 t .,. t o nl = G .

in acest caz, elementele a1r42t.,,tan se numesc generatori ai grupului G .

1.4. Exemplu. Mulfimea S, e generatd de mullimea transpoziliilor sale.

Adic[, orice permutare din .1, este un produs finit de transpozifii.

Deoarece (t,i)=(t,;)(t,ixl,r) , Y i,ie {L 2,...,n} cu i* i , permutlrile din

mullimea Q ={(r, z),(t,l),..., (1, n)} genereazb S,. Spunemcrmullimea G, este

un sistem de generatori pentru S, .

Alte sisteme de generatori pentru 
^S, 

sunt:

c, =t(1,2),(2,3),..., (n-t,n\] ei c, ={(L z),(r,2,...,")}.

1.5. Definifie. Grupul (C,' ) se numegte grup ciclic daci existi xe G, astfel incAt

(r)= C. tn acest caz, elementul r se numegte generator al grupului G .

1.6. Observafie. Daci (G,.) este un grup ciclic de ordinul n, aeG, este un

generatoralgrupului gi fre Z, afiinci ak esteungeneratorallui G dacdginumai

dacl (n,k)=t.

1.7. Exemplu. Generatorii grupului ciclic (Zu,+) sunt i Si 3.

1.8. Observafie. Orice grup ciclic este comutativ.

1.9. Exemple de grupuri ciclice: (2,+), (Zn,+), (1,1,,.), unde l,ln este grupul

rddicinilor de ordinul n ale unit61ii.

1.10. Definifie. Fie grupul (C,'),cu elementul neutru ee G .

Elementul re G este de ordinfinit dacdexisti rze N*, astfel incdt x' = e.

in acest caz,cel mai mic exponent /re N*, astfel incdt xk =e se nume$te ordinul

elementului r.
Elementul xe G este de ordin inlinit dacd x nu este de ordin finit, adic6 dacl

Vrz€N*, x**e,

1.11. Notafie. Ordinul elementului x al grupului (G,' ) se noteaz[ cu ord(x) .

1.12. Exemplu. 3 a.e ordinul 4 in grupul (V,rr,+), i are ordinul 6 in grupul

(Z', ,.) , iar 3 are ordinul infinit in grupul (2, +) .

Algebrtr. Clasa a Xl!-a | 15

(')={r* lr.z,}.



1.13. TeoremI. Fie grupul (G,.) qi .re G.
a) Dacd ord(x) = r?€ N*, atunci elementele €, x,...,x'-r sunt distincte dou6 c6te doud

qi Y keZ, vk =*k(^od') .

b) ord(x)-+6 (+ V kt,k2eZ, kr*k, avem *k, **k, .

1.14. Consecinfi. Fie grupul (C,.).
Dacd xe G qi ord(r)=n.N*, atunci ord((r)) =n qi (*l={",*,...,*n-r}.

1.15.Exemplu. Fie ke{2,...,n} Sicicluldelungime k, c=(ir,ir,...,t )e S,.
Atunci, ord(c)= 7s .

1.16. Observafie. Considerim, formal, ci orice punct fix al unei permutiri reprezintd
un ciclu de lungime I qi cI acesta are ordinul i. Cu aceastd convenfie, pentru orice
o€ s, exist[ /e N- gi ciclurile disjuncte c12c22..., c,, astfel inc6t o = ct. c2..... ct qi

ord(c, ) + ord(c, ) *... * ord,(c,) = n .

1.17. observafie. $tim cd permutarea o€ s, se poate descompune in mod unic
(ftcdnd abstractie de ordinea factorilor) intr-un produs de cicluri disjuncte. Ordinul
permut6rii o este cel mai mic multiplu comun al ordinelor ciclurilor componente.

r.r8.Exempru. Fie "=[l : i ; 2 : i I 1)=,,rr)(z)(+e)(soa)
ord(tsz)+ord(2)+ord(a9)+ord(568)=e ei ord(o)=[3,1, 2,3)=6.

1.19. Observafie (Cauchy).
Pentru k1,k2,...,&,eN, determin[m numlru] permutlrilor din S, care se pot
descompune lntr-un produs de tipul (kt,k2,...,k,), adic6 num[ru] acelor permutlri
care au fr, cicluri de lungime l, k, cicluri de lungime 2, ..., kn cicluri de lungime n
gi toate aceste cicluri s6 fie disjuncte. procedlm astfel:
a) Scriem toate n -uplurile (mr, rn2s ..,s mn) w /n1e nt2t ,,,, frne N , mr 3 mr 3 ,,.3 fr,
$i ry + mz*,,,*rnn=z (numite, formal,partiliitelui n).
b) Calcul[m h=mr-frn-t, k2=frn_t-r/rn_2s.,,s kn_1 =m2-m1 , kn=ffit gi

oblinem n -uplul (1E,kr,...,k,). Deoarece ayem n=ii.t,, ln 4 vor exista
,=l

permutfui care s[ aibdtipul de descompunere (kr,kr,.,.,kn).
Num6rul tuturor permutErilor din S, de tipul (kr, kr,..., /r, ) este:

n!

ktl' k2t' ...

16 | matematici de excetenli

lJ0. Eremplu. Pentro

t o. o. 0.4),(

De exemplu. pentru (r
k._=r?rr-r\=

Tipul de descompro

fui.ri ranspozigii disju
Permutirile de acest tip

lJl. Propozifie. Fie g

lJ2. Propozifie. Fie g

Daci xe G, ord(r)=

Dcmonstra(ie: Conft

astfelincdt ft=ord(r,

-A,tunci, e=xk =xw
Cum m este minim, ol

1.23. Propozifie. Fie

distincte. ae M e*e t

Demonstralie.' ,,='
Avem: o?'t) - oa -,
Implicafia ,, e " este I

1.24. Observafie. Gn

element ordinul r.

1.25. Propozifie. Orio

Dacd G este un gnry

1.26. Propozifie. Orio

Demonstralie; Fie (t

I. Dacd ord(G)=+

izomorfism este /: G

de forma nv = (n) , t
urmltorului rezultat q



ktincte doud c6te dou6

=1"'*' " '' *'-'l'

li,;,,...,+)e s,.

i permutdri reprezintd
mven;ie, pentru orice
& o= q.cz.....ct gi

(mpune in mod unic
ui disjuncte. Ordinul
rilor componente.

z)(+e)(soa)

I'1,2,3]=6.

din E care se pot

tul acelor permutlri

cicluri de lungime n

f,, ,q 3mr3,..3tn,

'rt, kr=ffit 9i

, in .t, vor exista

1.20. Exemplu. Pentru mulfimea So, partifiile hti n= 4 sunt:

(0,0,0,4), (0, 0,2,2),(0,0,1,3), (0, 1,1,2),(t,1,1, t).

De exemplu, pentru (m1,m2,fl\,1714)= (0, 0,2,2) oblinem:

kt=ffiq-m3-0, kz=ffit-ffi2=2' kz-m2 ffit=0 $i kq=ffir=0'

Tipul de descompunere este (0,2,0,0), deci permutirile trebuie s[ fie produsul a

dou6 transpozilii disjuncte.

Permutdrile de acest tip sunt: (t,Z)(1,+),(t,l)(2,4),(1, 4)(23) .

1.21. propozifie. Fie grupul (C,.) cu n elemente qi xe G . Atunci, ord(x)lz.

1.22. Propozifie. Fie grupul (G,').

Dacd xe G, ord(x)=m € N* qi pentru keZ avem xo =e, at':rr.ici mlk '

Demonstralie.. Conform teoremei impdrfirii cu fest, 1t.q,reZ, 0<r<ord(x),

astfel inc6t k=ord(x) . q+r.Avem x* = e gi rz este minim cu aceast[ proprietate.

Atunci, e= xk =x*Q*' =(r^)'' x' =x' .

Cum m este minim, oblinem r =0 , deci mlk .

1.23. propozifie. Fie (u,.) un monoid cu elementul neutru ee M qi fie p, q€ N*

distincte. aeM esteosolu{iecomun6aecuafiilor xP=e gi xq=" Q o@'')=r.

Demonstralie: ',+" rie (r, a)=d gi h,kez, astfelincatt ph+qk=d '

Avem: oi,il - ad = aph .aQk =(or)o .(on)o = e .

Implicatia ,, € " este evidenti.

1.24. Observafie. Grupul finit (C,.) 0e ordinul ze N* este ciclic (+ G are un

element ordinul n.

1.25. Propozifle. Orice dou6 grupuri ciclice de acelaqi ordin sunt izomorfe.

DacI G este un grup ciclic de ordinul n, a,otnci (C,')= (2,,*) ,

lJ6. Propozifie. Orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic.

Demonstralie; Fie (G,') un grup ciclic'

L Dac6 ord(G)=1- 9i C=(ol, atunci grupul G este izomorf cu (2,+) (un

zomorfism este / :G ->2, f (*)=k, Y keZ). Deoarece subgrupurile lui Z sunt

de forma nZ=(nl, ar neZ, ren;irtdcl gi subgrupurile lui G sunt ciclice, pebaza

urmltorului reztltat cuno scut:
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Lemtr. Dacd grupurile (G,') $i (G',') sunt izomorfe gi f :G+G, este un
izomorfism, atunci: I/ este subgrup al lui G a "t(H) este subgrup al lui G,.

II. Dac[ ord(G)=ze N* $i c=(o), subgrupurile improprii ale rui G fiind
evident ciclice,alegemun subgrup propriu H al lui G, H={on,akr,...,oo,}, ru

H=(ak ), oeci cd yme{1,2,...,t}, ok,.(r,).
Pentru m=2, uu" okr,ak, e 11 . Cum I/ este un subgrup al lui G, oblinem

(rr)-'.okreH, deci ok -kreH. Din k2-kr<k2 roatltd kz-kt=k1, deci

kz=2.kr ;i akz . (rrr) .

Fie se {2,...,r}. presupunem cI avem ks_r=(r_f).f, gi demonstr[m ci
k, = s'kt.

k, -k1,k, -k2,...,k, -kr_te{kr,k2,..., ftr_r}, deci k, -kr_r- kr.

Folosind ipoteza de inducJie obfinem k, = s .kl 9i oo, =(ror)' . ("0, ), agadar

este ciclic, generat de ak, .

l.27.Propozifie. Dacd x, ye G, atunci

a) ord(.r) = orO(r-') .

b) or("r .y)=ord(y.x) 
.

Demonstrolie:

a) I.Daci ord("r)=n€ N*, avem xn =e ti (r-t)'=(r,)-' ="-t =e.

Fie ord(x-l)=f . Din Propozifia 1.22. reniltl kln.Cum "=(*-r) =(ro)-',
rezultdcd xk =e. Dar ord.(x)=n, deci nlk. ASadar n=k.
III. DacL ord("r) = *- , si presupunem c6 ord(x-r) = fr. N- . Atunci, din cazul

anterior rezultdce ord(r) =orO(r-t) =&, fals. Agadar ord(x-r)=*-.
b) I.Dac[ ord(x./)=keN*,avem (r.y)r =e e *.(y.*)r-,./=e e
o (y'r)o'y=y e (y.r)r =e, asadar ord(y.r)=,t'eN* gi k,lk.

18 | Matematictr de excelenli

$r

h (Y'*)r' =' e Y'
9i klk', deci k' =k -

II. Dac[ ord(x'y)=r
c[ ord(x'y)=ft, frb

1.2t. Propozifie. Dacl

gi aeG, atunci ordl

Demonstralie.'Not*m r

I. Dac[ ord(a) = ts
f (o). G' este finit I

Dar f (")=s'=(7(a

o' = e. Deoarece ad

II. Daci ord(a)=r-

Atunci f ("*)=(f (e

ceea ce este fals. A$ad

1.29. Observafie. Af
grupuri, ceea ce il
izomorfism,,au acelcr

1.30. Propozifie. Fie 
I

ord(b)=neN*, astfi

Not[m c1 d =(m,nl,
a) ord(a.b)lp;

tt 4lord(a.D).' d' \ /

Demonstralie.' Se *i
a) Avem m=d.r\l

Apoi, (a'b)e =(a.bl

b) 4 =ntt.nt. Dffi,dtl

(o'b)o -s ) ak =l


