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TESTE INITIALE
TesTuL 1.1

L11.Fie neN si de My, (R), 4#0,,,, . Aritafi ci dacid existd matricea
Be M,,;(R) inversabils, astfel incat 4- B+ B- A=0,,,,, atunci functia f/:R >R,
f(x)=det(x-I,,,, — A) este impara.

1.1.2. Aritati ci nu existd matrice 4, B,Ce M, (R) , astfel incat

1.2 3
A-B=B-C=C-4A=|4 5 6
7 8 10

I.1.3. Aritati c3 pentru orice n>=3 existd o permutare ¢ a multimii {1, 2,...,n},
astfel incét pentru orice i, j,k, 1<i<j<k<n siavem o(i)+o(k)=20(j).

Vasile Pop,
Concursul ,, Argument”, editia I, 2009

1.1.4. Fie Ae M,(C), astfel incat existi ne N* pentru care tr(A” ) = tr(A"+1 ) =

Aratatici 4%=0,.

Sorin Radulescu, Mihai Piticari,
Concursul ,, Arhimede” 2006

TestuL 1.2

a 1
1.2.1. Pentru ae R considerim matricea X, =( ) si notdm:

= a
n b *
(3] =(_"b"n a’j,ne N'.

.‘\Iﬁtatl cd existi ae R pentru care bl <aq, b2 <Qy,..es b2009 < ay09 $l b2010 > as10-
Vasile Pop

L2.2.Fie Ae M, ((C), astfel incat 42013 = 42013 ,unde ne N*. Demonstrati ci matricea
B=4%-14-42+56-A—64-1, este inversabild.

Dana Heuberger
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L.2.3. Aritati cd existd o matrice 4€ M, (R) cu proprietatea cd toti minorii sii, de

orice ordin, sunt numere irationale strict pozitive.
Ion Savu,
Concursul ,, Nicolae Paun” 2006

1.2.4. a) Aritati ci existd X,Y e M, (R), astfel incat det(XY +YX)>0
si det(X2 +Y2)<0.
b) Aritati ca pentru orice X,Y € M, (R), astfel incat det(XY +YX)<0

avem det(X2+Y2)20.

Vasile Pop,
Concursul ,, Argument” 2013

SOLUTIILE TESTELOR INITIALE

TestuL 1.1

R.I.1.1. Din AB =-BA rezulti cd A=-BAB™'. Pentru orice xe R , avem:
f(=x)=det(-x-1,,,, — A)=—det(x-I,,,, +4)= —det(xB B —BAB™ ) =
=—det(B-(x1,,, —4)-B")=—det(B) det(x-1,,, - 4)-det(B™) =

o —det(B -B™')-det(x-1,,, — A)=~det(x-1,,,, — 4)=—f(x), deci f este impar.
R.L.1.2. Presupunénd cd existd matrice ca in enunt, trecAnd la determinanti obtinem
det(4-B)=det(B-C)=det(C-4)=-3. Prin inmultirea acestor relatii rezulta:

det(A2 ) . det(B2 ) . det(C2 ) =-27, adici (det(A) -det(B)- det(C))2 =-27, fals.
R.I.1.3. Demonstrdm mai intdi afirmatia pentru numere de forma 27, prin inductie

1 2 3 4
dupd p22. Pentru p=2, avem permutarea 02=1 —_—

lie 2 om 38 . .
Dacid Oy = , atunci definim
O Oy ... Oy
1 9 e 2P eroc DRl 2PY2 | opHl
(o) = .
"7 20-1 2051 .. 20,1 20, 20, ... 20,,

Avem: 20i—1+2ck—1=2(201—1) & 0,+0; =20, fals.
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20;+20;, =226, ¢ ©0;+0; =20, fals
si 20, ~1+20; #2(20, -1) si 20;~1+20; #2-20;.
Asadar O, p+1 AIE proprietatea din enunt.

g ST

Pentru n intre 27! si 27, folosim permutarea O,p =[
6, 0 ... ©

si formam
2P
1528 15dp

in care x,x,,...,x, sunt numerele 1,2,...,n
xl Xy ... Xy

permutarea o, =(

alese in ordinea in care aparin o, .

RI14. Pentru ke N notim #, =tr(4*). Fie A=det(4).

Din relatia Cayley—Hamilton obtinemcd Vke N, AR 4" A LA 4F = 0,.
Calculand urmele matricelor din egalitatea precedentd, rezulta ca

VkEN, tk+2—t1'tk+1+A'tk=0 (1)
Din relatia (1) obtinem prin inductiecd VkeN, k2n, # =0. (2)
Din relatia Cayley—Hamilton avem 42" —#,- A" + A" -I, =0, , deci 4*"=-A"-1,.
Daci A#0, obtinem ci ¢,, =—2A" #0, contradictie cu (2).
Asadar A=0, deci AP = O, . Rezulta ci A= O, . (Este o proprietate cunoscuta.)

TestuL 1.2

a 1

2 2 t 1 t
RI21 Avem X,=1+a’- vi +1" Viva® | g ( by ) unde
= a

—sint cost
\/l+a2 \/1+a2

a 1
te [0,2n) este astfel incat cost=——=, sint=——.
Vi+d? Vi+ad?

" snt sinnt
Atunci, X" =1+a? ( vk j si conditiile din problema devin:

—sinnt cosnt
cos(k-t)>sin(k-t), k=1,2009 §i cos(2010-¢)<sin(2010-7).

T 1r, s T
Al te|0,2 tfel ca 20097 <— si 2010-7>—, deci ¢ g
egem € [0,2x) astfel ca 7 5 7 » dec 6[4.2010 4.2009)

De exemplu, ludm ¢ = E(_)T;—S si relatiile anterioare sunt verificate.

Algebrd. Clasa a XII-a | 11



Avem cost,sinte (0,1) si cdutdm o solutie a>0.

a’ 2 2 2 2 9 B o
=cos’t & a (l—cos t):cos !t & a =ctg'tea=ctgt.

124t

Aceastd valoare pentru a verifica inegalitatile din problema.

R.1.2.2. Fie polinomul f(X)=X"" (X 2 1) . Notam cu m 4 polinomul minimal §i cu

P4 polinomul caracteristic al matricei 4. Deoarece f(A)=0,, rezulticd my| f .
Atunci m, si p, au aceiasi factori ireductibili, care apartin mulfimii {X ,X=1, X+ 1}
$i, In consecintd, existd a,B, ye N, cu a+pB+y=n, astfel incat

VxeC, py(x)=x*(x=1-(x+1)" =det(x-1, - 4).
Atunci p, (2k)=det(2k oI —A)#O, VkeN",
Deoarece B=A° —144% +564—641, = (21, - 4)(41, — 4)(81, - A) rezulti ca
det(B)=(-1)"" p, (21)-pA (22)-pA (23) # 0, deci matricea B este inversabila.

R.1.2.3. Pentru orice ne N, n>2, vom construi o matrice B, e M, (Z) care are toti

minorii strict pozitivi. Rezultd ca matricea 4, = %2+ B, este o solutie a problemei.

2t
Pentru n =2, alegem matricea 4, = [3 4] :

Presupunem ca pentru k€ N, k22 am construit matricea 4; € M, (Z) cu proprietatea

din enunt.
X
, By %
Alegem matricea By, € M (R), By, = %
k
s | ) X

Aratdm ca existd xe R astfel incat toti minorii lui By, s fie strict pozitivi. Daci
alegem un minor al lui By, atunci acesta este strict pozitiv. Daci alegem un minor

care contine elemente ale ultimei linii si / sau ale ultimei coloane, atunci acesta este o
functie polinomiala de grad impar cu coeficienti reali si cu coeficientul dominant strict
pozitiv. Limita acestui minor cdnd x tinde spre +oo este egald cu +oo. In consecint3,

existi a; € R, astfel incat pentru orice xe (a;,+o°°) minorul respectiv este strict
pozitiv. Alegind M cea mai mare dintre constantele a, € R care apar pentru fiecare
dintre minorii lui By, care contin si puteri ale lui x, obtinem ci pentru orice x> M,
matricea By, are toti minorii strict pozitivi. Din primul principiu de inductie rezulta
concluzia.

12 | Matematica de excelenti



il
Avem det(XY+¥X)=20>0 si det(X*+¥?)=-12<0.

b) Stim ci
¥ M, Ne My(C), det(M +N)+det(M —N)=2(det(M)+det(N)) (1)

: 3 057 AREES 1 0
R.1.2.4. a) Fie matricele X = 6.1 si Y= ;

Presupunem ca det(X - 2) <0.

Avem: 0$(det(X+Y))2 =det((X+Y)2)=det(X2 +Y? +XY+YX) si
0<(det(X-7))’ =det((X—Y)2)=det(X2 +7% (XY +¥X)).

Notand cu M =X2+Y?, N=XY +YX siadunand egalititile precedente, obtinem:

OSdet(M+N)+det(M—N)(22(det(M)+det(N))<0 , fals.

Asadar det(X2 +Y2)ZO.

Algebra. Clasaa Xll-a | 13



CAPITOLUL 1. ORDINUL UNUI ELEMENT AL UNUI GRUP

Conceptul modern de grup abstract s-a dezvoltat incepénd cu secolul al XIX-lea,
pornind de la cercetirile matematicianului francez Evariste Galois, care a dat un
criteriu pentru existenta solutiilor unei anume ecuafii polinomiale in termeni de grup
de simetrie al ridicinilor polinomului. Elementele grupului lui Galois corespund unor
anumite permutdri ale radicinilor polinomului. Notiunile legate de grupuri si de struc-
turile algebrice s-au imbogitit datorita aplicabilitatii lor in domenii dintre cele mai
variate, atit matematice, cit si nematematice (In teoria relativitatii restrnse din fizica,
in fenomene de simetrie din chimia moleculard, in teoria numerelor, in geometria
clasic, in cea hiperbolici si in cea proiectiva, printre altele) si au ajuns si ajute la dez-
voltarea domeniilor respective. Aceasta, datoriti faptului ¢ o organizare coerenti a
proprietdtilor unor legi de compozitie interne (operatii algebrice), fara si finem seama
de caracteristicile specifice ale operatiilor si de natura concreti a multimilor pe care
sunt definite, permite utilizarea lor intr-o maniera flexibila si evidentierea acelor pro-
prietdti general valabile care le valorifici potentialul si particularitatile.

in teoria grupurilor, un rol important il joaci ordinul unui element al unui grup si
proprietétile pe care acesta le genereazi. Le vom evidentia in continuare pe cele mai
importante.

Considerdim cunoscute notiunile fundamentale studiate in liceu (grup, subgrup,
morfisme de grupuri). in cele ce urmeazd, G este o multime nevidi, care are structurd
de grup in raport cu o lege de compozitie notati multiplicativ. Ordinul grupului G,

notat cu ord(G) sau cu ]G

un numér finit de elemente si este egal cu +, daci G are o infinitate de elemente.

, este egal cu numirul elementelor grupului G, dacd G are

L.1. Propozitie. Fie (G, ) ungrupsi X o submultime nevidi a sa.
Notam (X)=N{H|X c H, H subgrup al lui G}.
Atunci, ((X >, ) este un subgrup al lui G (numit subgrupul generat de multimea X ).

1.2. Observatie.
a) (X) este cel mai mic subgrup (in raport cu relatia de ordine »C”)allui G, care

contine multimea X .

b) (X) ={ V= G’ Ine N, dx,x%,...,x,€ X, dk, ky, ...k, € Z, a=x1k‘ -xg? x{,‘"} N
adicd subgrupul generat de X este multimea tuturor produselor finite de puteri intregi
ale elementelor multimii.

¢) Daca xe G, atunci subgrupul generat de elementul x este <x> ={x" ‘ke Z} ;

14 l Matematica de excelenti :



1.3. Definigie. Grupul (G,-) se numeste finit generat dach existdi ne N* si

not
ay,ay,...,a, € G, astfel incit <{al,a2,...,an }) = (al,az,,,_,an>=c_

In acest caz, elementele a;,a,,...,a, se numesc generatori ai grupului G.

1.4. Exemplu. Multimea S, e generatd de mul{imea transpozitiilor sale.

Adic3, orice permutare din S, este un produs finit de transpozitii.

Deoarece (i, j)=(Li)(1, /)(L,i), Vi je{l,2,.., n} cu i#j, permutirile din
multimea G, ={(1, B S VRS ERE n)} genereazi S,. Spunem ci multimea G, este
un sistem de generatori pentru S, .

Alte sisteme de generatori pentru S, sunt:
G,={(12),(23),.... (n-Ln)} si G ={(12),(L2...,n)}.

1.5. Definitie. Grupul (G, -) se numeste grup ciclic daci existdi xe G, astfel incat

(x) =G. Inacest caz, elementul x se numeste generator al grupului G .

1.6. Observatie. Dacid (G,-) este un grup ciclic de ordinul n, a€G, este un

generator al grupului si ke Z, atunci a*

dacid (n,k)=1.

este un generator al lui G daci i numai

1.7. Exemplu. Generatorii grupului ciclic (Zg,+) sunt 1 si 5.

1.8. Observatie. Orice grup ciclic este comutativ.

1.9. Exemple de grupuri ciclice: (Z,+), (Z,,+), (Y,,-), unde U, este grupul

n

radicinilor de ordinul » ale unitatii.

1.10. Definitie. Fie grupul (G,-), cu elementul neutru e€ G.

Elementul xe G este de ordin finit daci existi me N*, astfel incat x” =e.

In acest caz, cel mai mic exponent ke N”, astfel incat x¥ =e se numeste ordinul
elementului x.
Elementul xe G este de ordin infinit dacd x nu este de ordin finit, adica daci

Vme N, x" ze.
1.11. Notatie. Ordinul elementului x al grupului (G, ) se noteazi cu ord(x).

1.12. Exemplu. 3 are ordinul 4 in grupul (le,+), 3 are ordinul 6 in grupul

(Z;, ) , iar 3 are ordinul infinit in grupul (Z, +).

Algebra. Clasa a Xll-a | 15



1.13. Teoremi. Fie grupul (G,-) si xeG.

a) Daca ord(x)=ne N*, atunci elementele e, x, ..., x"" sunt distincte dous cate dous
si VkeZ, x* =y mdn
b) ord(x)=+e & Vk, keZ, k #k,, avem xf #xP

1.14. Consecinti. Fie grupul (G,-).
Dacd xe G si ord(x)=ne N*, atunci ord(<x>)=n si (x>={e, x,...,x"—l}.

1.15. Exemplu. Fie ke{2,...,n} si ciclul de lungime &, A R
Atunci, ord(c)=k.

1.16. Observatie. Consideram, formal, ci orice punct fix al unei permutiri reprezinti
un ciclu de lungime 1 §i ci acesta are ordinul 1. Cu aceasti conventie, pentru orice
o€ S, existd re N si ciclurile disjuncte ¢, c,, ..., ¢, astfel incdt o=c¢ -c,-....c, si
ord(¢; ) +ord(c,) +...+ord(c,) =n.

1.17. Observatie. Stim ci permutarea ce S, se poate descompune in mod unic

(facand abstractie de ordinea factorilor) intr-un produs de cicluri disjuncte. Ordinul
permutdrii ¢ este cel mai mic multiplu comun al ordinelor ciclurilor componente.

¢ 2 groques & spieg
1.18. Exemplu. Fie o= =(137)(2)(49)(568
PR 166[327968154)( (2)(49)(368)

ord(137)+ord(2)+ord(49) +ord(568) =9 si ord(c)=[3,1,2,3]=6.
1.19. Observatie (Cauchy).
Pentru k,k,,....,k,€ N, determindm numirul permutdrilor din S, care se pot
descompune intr-un produs de tipul (k;, k,...,k,), adici numarul acelor permutri
care au k; cicluri de lungime 1, k, cicluri de lungime 2, ..., k, cicluri de lungime »
$i toate aceste cicluri si fie disjuncte. Procedim astfel:
a) Scriem toate n-uplurile (m,, m,,...,m,) cu m,m,,...,m eN, m<my<S...<m,
$i m +m,+...+m, =n (numite, formal, partifiile lui n).
b) Calculim k=m,-m,,, ky=m,_ -m,_,, .. kyy=my—my, k,=m si
obtinem n-uplul (k,k,,...,k,). Deoarece avem n=ii 'k, In S, vor exista
i=1
permutari care s& aibi tipul de descompunere (k;, ky,...,k,).
Numarul tuturor permutérilor din S, de tipul (k;, k, ..., k, ) este:
n!
kbt kb 2k gk
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1.20. Exemplu. Pentru multimea S,, partitiile lui n=4 sunt:
(0,0,0,4),(0,0,2, 2),(0,0,1,3),(0,1,1, 2L UL
De exemplu, pentru (m,, m,, my, m,)=(0,0,2, 2) obtinem:
ky=m,—my=0, ky=my—my =2, ky=m,—m =0 si ky=m =0.
Tipul de descompunere este (0,2,0, 0), deci permutirile trebuie si fie produsul a

douad transpozitii disjuncte.
Permutirile de acest tip sunt: (1,2)(3,4),(1,3)(2, 4),(1,4)(2,3).

1.21. Propotzitie. Fie grupul (G,-) cu n elemente si xe G . Atunci, ord(x)|n.

1.22. Propotzitie. Fie grupul (G,-).

Daci xe G, ord(x)=meN" si pentru ke Z avem x¥ =e, atunci m|k.
Demonstratie: Conform teoremei impartirii cu rest, 3!'q,reZ, 0=r< ord(x),
astfel incat k=ord(x)-g+7.Avem x" =e §i m este minim cu aceastd proprietate.
Atunci, e=x*=x""" = (x”’ )q L PR,

Cum m este minim, obtinem r=0, deci m|k.

1.23. Propozitie. Fie (},-) un monoid cu elementul neutru e€ M si fie p, g€ N*

distincte. ae M este o solutie comuni a ecuatiilor x” =e si x'=e & a”?

Bl
Demonstratie: ,,—” Fie ( p» q) =d si h,keZ, astfel incdt ph+qgk=d.
h k
Avem: a'?? =g’ =g" .a" =(ap) -(a") =g
Implicatia ,,<=" este evidenta.

1.24. Observatie. Grupul finit (G,-) de ordinul ne N" este ciclic < G areun
element ordinul ».

1.25. Propozitie. Orice doud grupuri ciclice de acelasi ordin sunt izomorfe.
Daci G este un grup ciclic de ordinul 7, atunci (G,")=(Z,,+).

1.26. Propozitie. Orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic.

Demonstratie: Fie (G,-) un grup ciclic.

L Daci ord(G)=+w si G=(a), atunci grupul G este izomorfcu (Z,+) (un
izomorfism este f:G—Z, [ (ak ) =k, V ke Z). Deoarece subgrupurile lui Z sunt

de forma nZ= <n>, cu ne Z, rezultd ci si subgrupurile lui G sunt ciclice, pe baza
urmatorului rezultat cunoscut:

Algebré. Clasaa Xll-a | 17



Lema. Daca grupurile (G,-) si (G, ') sunt izomorfe si f:G—G’ este un
izomorfism, atunci: 'H este subgrupallui G S (H) este subgrup al lui G,
IL Dacd ord(G)=ne N* i G=(a), subgrupurile improprii ale lui G fiind
evident ciclice, alegem un subgrup propriu H al lui G, H ={ak1,ak2,..., ak'}, cu
ki <k, <...<k; numere naturale nenule. Demonstrdm, prin inductie dupid m, ci
H=<ak1>, decici Vme{], it h akn e <ak'>.
Pentru m=2, avem a" ! 2 e Cum H este un subgrup al lui G, obtinem
-1

(ak‘) -a%eH, deci d"MeH. Din ky—k <k, rezults ky —k =k, deci
k=24 si ak2€<ak1>.
Fie se{2,...,t}. Presupunem ci avem ks =(s—1)-k si demonstrim ca si
kS =S kl .
Avem: ki —ky >k ~ky>..>k —k_ si dvh R gh ke g g

ks =k ks kg by —kgy e {ky, by, ky g}, deci K, —k,_ =k

L ! ’ 5 : At o o Bl 5 k
Folosind ipoteza de inductie obtinem k,=s-k si a% —(a ) €(a™ ), asadar H
este ciclic, generat de g% .
1.27. Propozitie. Daci x,ye€ G, atunci
a) ord(x)=ord(x").
b) ord(x:y)=ord(y-x).
Demonstratie:
i x . S L pae G

a) L Dacd ord(x)=ne N, avem x"=e si (x ) =(x ) e =iy

. 1 . 3 < -1 k s -1
Fie ord(x )=k. Din Propozitia 1.22. rezultdi k|n. Cum e=(x ) =(x ) y
rezultici x* =e. Dar ord(x)=n, deci n|k. Asadar n=Fk.
IL. Dacid ord(x)=+co, si presupunem ci ord(x‘1)=ke N*. Atunci, din cazul
anterior rezulti ci ord(x)=ord(x'1)=k, fals. Asadar ord(x'1)=+°°.
b) L. Daci ord(x-y)=keN",avem (x-y) =e & x(yx)" y=e &

=3 (y-x)k-y=y = (y-x)k=e, asadar ord(y-x)=k’e N* si k'|k.
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